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確率密度関数推定の方法

[1] パラメトリックな方法
確率密度関数として特定の関数形を
選択し，関数パラメータをデータセット
に合うように最適化する．

[2] ノンパラメトリックな方法
自由度の大きな汎用関数を用いて，
データセットを忠実に反映するように
確率密度関数を構成する．

[3] セミパラメトリックな方法
特定の関数形の重ね合せ（混合モデル）
でデータセットの分布を近似する．



(1) 最尤法

正規分布の混合モデルで，最尤推定に

より分布パラメータや混合比を決定する．

(2) The EM algorithm
学習データを用いて，expectation step →
maximization stepを反復して，混合モデル

の反復解法を与える．

セミパラメトリックな方法

特定の関数形の重ね合せにより

データを忠実に表現
 

→
 

混合モデル



混合モデルの基本的考え方(1)
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カーネル法： N 点での核関数の重ね合せ

混合モデル： M 個の分布の重ね合せ
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混合モデルの基本的考え方(2)

混合モデル： M 個の分布の重ね合せ
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番目の分布の事前確率

)( j|p x :  j
 

番目の分布の確率密度関数
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混合モデルの基本的考え方(3)

混合モデル： P(j), μj
 

, σj
 

をデータセットを

用いてどう決定するか

)( jP ：混合パラ
メータ

jj ,σμ ：分布パラ
メータ



最尤法の適用

「尤度＝データセット X
 

の生起確率」の最大化
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マイナス対数尤度 E
 

の最小化

)(for  min  jP,, jj σ→ μ



μj
 

の最尤推定
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σj
 

の最尤推定
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P(j) の最尤推定
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P(j) を the softmax function で巧妙に表現すると



最尤法の解
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最尤解を求めるには
 

が必要である．

しかし，
 

はベイズの定理により

が分からないと求まらない！)(),|( jPjp nx
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最尤法（E 最小化）の反復解法へ

パラメータの更新による尤度の変化に注目
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上式で Jensen 不等式を用いると

Q
 

の最小化→ Enew
 

の上限の最小化

The EM algorithm (1)
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Expectation step:
 

Enew
 

の上限値を評価
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Maximization step:
 

Enew
 

の上限値の最小化

反復解法

The EM algorithm (2)
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Q(θnew) の最小化→ Enew
 

の上限の最小化

θnew

The EM algorithm (3)



正規分布の場合:
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Lagrange の未定乗数法

The EM algorithm (4)



正規分布の混合モデルでの EM 解:
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The EM algorithm (5)



混合モデルのEM解を体験してみよう．

具体例として，下図のように，中心 (0.5, 0.5) の
環状（内径：0.1，外径：0.3）内に分布するデータ

1000点を一様乱数を

用いて発生しなさい．

この分布を正規分布

の混合モデルで近似

してみる．

課題３



正規分布の最終配置
（反復20回）

モデルセンタはランダムに M
 

点選択して，

最近傍センタまでの距離，

で初期化し，EM 解を求めてみなさい．

正規分布の
初期配置（M

 
= 7）

課題３（続き）
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